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Nachhilfestunde 1: Ganzrationale Funktion 2

VORWORT

In 15 Schritten wird die folgende Aufgabe grundlich erklart. Einzelne Schritte werden ausfuhrlich
vorgerechnet.

Es wird dabei grol3er Wert darauf gelegt, wie man die Teilaufgaben 16st:

a)

c)

d)

Methodenwissen ist die Grundlage der Mathematik!

Hier die Aufgabestellung:

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f(x) = %xa‘ —8x . Das Schaubild von f sei K.

Berechne die Nullstellen von f. Was bedeuten sie geometrisch?
Gib die Funktion in Linearfaktordarstellung an.

Bestimme das Symmetrieverhalten von K und begriinde deine Entscheidung.

Berechne Art und Lage der Extrempunkte von K
Bestimme die Wendepunkte des Schaubilds von f.

Zeichne den Graph der Funktion in ein Koordinatensystem
Berechne die Gleichung der Wendetangente.

Begriinde, dass der Graph von f keine parallele Tangente zur Wendetangente haben kann.

P(u|v) sei ein Punkt des Graphen K von fim 4. Feld. Fallt man das Lot von P auf die x-Achse,

entsteht der LotfuBpukt Q. Berechne den Inhalt des Dreiecks OPQ in Abhangigkeit von u.

Fiar welchen Wert von u nimmt der Inhalt A des Dreiecke OPQ einen Extremwert an?

Berechne die Art und die Groéf3e des extremen Inhalts.

K und die x-Achse begrenzen im 4. Feld eine Flache. Berechne deren Inhalt.

Auf der nachsten Seite beginnt der 1. Abschnitt unserer Losung!

Versuche, mdglichst viel allein herauszufinden!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



42202 Nachhilfestunde 1: Ganzrationale Funktion 3

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f(x)=1x3-8x.
M g g

HALLOQO!

1
2

Da taucht schon die erste Frage auf:

Warum nennt man f eine ganzrationale Funktion?

Du solltest dir diese Antwort merken:

Funktionen, die man auf die Form f(x)=a,x"+a,_x"" +...+a,x* +a,x' +a,x° bringen kann, nennt
a1x+a0

man so.

Unsere gegebene Funktion hat den Grad 3, weil die hdchste Hochzahl (= Exponent) eben die 3 ist.

Man sollte dann auch in der Lage sein, die Koeffizienten zu identifizieren:

f(x)=2-x*+0-x*+(-8)-x+0

f(x) =1x® —8x kann man sehr ausfiihrlich so schreiben: s )
f(x)=a, -x"+a,-x"+a,-x+a,

2

Dann kann man durch Vergleichen ablesen: a;=4;, a,=0;, a,=-8 unda, =0

Das war Grundwissen. Die erste Aufgabe fiir dich lautet:

[Berechne die Nullstellen von f. ]

Dazu muss man wissen: Die Nullstellen sind die x-Zahlen, zu denen f den Funktionswert O liefert.

Die Bedingung fiir Nullstellen heist daher: f(X)=0

Schreibt man links den Funktionsterm auf, wird diese Nullstellengleichung zu: %X3 -8x=0.

Achtung: Weil man die Nullstellen oft auch mit x5 bezeichnet, schreiben viele die Nullstellenbedingung
SO an:

f(xy)=0 d.h. %XNB —8xy =0
Man sollte sich das angewdhnen, weil man dann spater beim Ansehen der Losung sofort erkennt,
dass xy = 4 eine Nullstelle ist.

Versuche nun bitte alleine, die Nullstellen zu berechnen.

Im nachsten Abschnitt = zeige ich dir meine Losung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



42202 Nachhilfestunde 1: Ganzrationale Funktion 4

Die Berechnung der Nullstellen sollte etwa so aussehen:

Bedingung: f(xy)=0 d.h. 1xS-8x,=0.

Jetzt missen wir erst einmal klaren, wie man diese Gleichung I6st.

Die drei folgenden Abschnitte sind mit gekennzeichnet.

Sie enthalten methodisches Grundwissen dazu.
In dieser Gleichung hat jeder Summand ein xy. Also kann man xy ausklammern:
(1% —8)-xy =0
Links steht jetzt ein sogenanntes Nullprodukt.

Das ist ein wichtiges Merkmal, das zur Lésung flhrt!

Dazu muss man wissen: Ein Produkt ist nur dann Null, wenn einer der Faktoren Null wird.

Wir haben zwei Faktoren (%XNZ —8) und Xy.

Ich beginne mit Xy =0 Das ist die erste Nullstelle.
Dann haben wir noch 1x-8=0
Daraus folgt Ix =8 bzw. x|’ =16.

/

Jetzt muss man wissen, wie man diese reinquadratische Gleichung I6st:

X\> =16 hat zwei Ergebnisse: x, =4 und x, =4, kurz x, =4

Auf die 4 kommt man, weil man das Quadrat ,riickgdngig machen“ muss, und das geschieht,
indem man die Wurzel zieht: V16 = 4. Dann darf man aber nicht vergessen, dass

die Gleichung x,2 =16 aulRer der 4 noch die negative Lésung — 4 hat.

So, nun machen wir die Probe: f(0)=1-0°-8.0=0
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Das hat ja geklappt. denn zu allen drei Lésungen, also 0, 4 und -4 ist der Funktionswert Null.

Eine solche Probe muss man nicht unbedingt machen. Sie ist aber oft hilfreich.

Kannst du mir sagen, welche geometrische Bedeutung diese drei Nullstellen haben?

Im nachsten Abschnitt steht meine Antwort. =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Geometrische Bedeutung einer Nullstelle:

Dort wo die Funktion eine Nullstelle besitzt, schneidet der Graph der Funktion,
also die zugehdrige Kurve (man sagt auch Schaubild dazu), die x-Achse.

Der Graph von f schneidet also die x-Achse in den Punkten N,(0]0),N,(4]0) und N,(-4]0).

Mit Hilfe der Nulistellen kann man den Funktionsterm in ein bestimmtes Produkt
zerlegen.

Beispiel: Wenn eine Funktion f die drei einfachen Nullstellen x4, X, und x5 hat,
Dann gilt:  f(x)=a, (X=X, )(Xx =X, )(X—X;)

Begriindung. Wenn man die rechte Seite Null setzt, hat man drei Faktoren, die Null werden
kénnen: Aus (x—x,)=0 folgtdie Nullstelle x;. Usw.

Die Klammern nennt man Linearfaktoren.

Nun schreiben wir die Linearfaktoren der drei Nullstellen 0, 4 und — 4 auf:

Zur Nullstelle x = 0 gehort der Faktor (x—0)also  x.
Zur Nullstelle x =4 gehort (x—4)

Zur Nullstelle x = -4 gehort (x+4).
Die Linearfaktordarstellung ist dann f(X) =Kk-x- (X —4)(X + 4) .

Was geschieht nun mit dem Faktor k? Unsere Funktion heif3t doch f(x) = %XS —8x

Damit dieser Funktionsterm mit unserem Linearfaktorenprodukt Gibereinstimmt, muss man den
.hochsten” Koeffizienten, also a, =1 fiir das k verwenden.

Die Linearfaktordarstellung besteht also aus den drei Klammern, die zu den Nullstellen

gehdren, und dem Koeffizienten (hier) as. f(X) = % -X- (X —4)(X + 4)

Ist dir auch aufgefallen, dass man in den Klammern die Nullstelle stets von x subtrahiert???

Neue Aufgabe fiir dich:

Schreibe bitte auf, welches Symmetrieverhalten der Graph von f hat.

Vielleicht kannst du das auch noch begriinden!

= (4]
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Die Funktion f mit f(x)=1x*-8x ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

1
2
Zuerst denken wir Uber die Ubliche Untersuchungsmethode nach:
Man sucht eine Symmetrieart beim Graph einer ganzrationalen Funktion f, indem man
f(—x) berechnet. Sieh bitte diese Abbildungen an:
() e I ™
IS f ™

f(-4)=f(4) 11 f(4) of
X f(-3)=-(3)

: — ]
14 -5 -3 -2 -1 o 1 2 5 [
-21
% f(3)

Bei Symmetrie zur y-Achse hat man bei x = -4 denselben
Funktionswert wie bei x = 4.

y <

Erhalt man alsof(—x) =f(x) wie in der linken Abbildung, \ 12] J
dann ist die Kurve symmetrisch zur y-Achse.

Erhalt man aber f(—x)=—f(x) wie in der rechten Abbildung,
dann ist K punktsymmetrisch zum Ursprung.
Wir Uberpriifen also die gegebene Funktion (rechts) mit dieser Methode:
Esist f(-x) =%~(—x3)—8 (=x) =-1x> + 8x = -f(x)

Also ist unser Graph von f punktsymmetrisch zu O.

Es gibt einen Trick, der an dieser Stelle ohne Rechnung auskommt:
Im Falle der Achsensymmetrie soll doch f(—x) = f(x) sein. Das klappt, wenn f nur gerade

Exponenten hat. Dagegen liegt Punktsymmetrie zu O vor, wenn f nur ungerade Exponenten hat, weil
z.B. (—x)3 = —x’ist usw.

Man kdénnte die Punktsymmetrie bei unserer Aufgaben-Funktion also ohne Rechnung auch so
begrinden: K ist punktsymmetrisch zum Ursprung, weil die Variable x nur mit ungeraden Exponenten
vorkommt (und das Absolutglied Null ist).

Was passiert aber bei einer Funktion mit geraden und ungeraden Exponenten wie f(x) =x?-3x+47?

Dann sollte man dazu schreiben: Hier ist mit dieser Methode keine Symmetrie erkennbar.
Das ist natlrlich eine traurige Aussage, denn es gibt beliebig viele andere Symmetrien.
Doch sie erfordern schéarfere Methoden und werden daher meistens nur in Leistungskursen behandelt.

Die nachste Teilaufgabe lautet:

‘ Berechnen Sie Art und Lage der Extrempunkte von K. ’

Die Berechnungsmethode erfordert 3 Schritte:
(1)  Die notwendige Bedingung muss erfiillt sein, d.h. f'(x.)=0.

(2)  Die zugehérige y-Koordinate ist y. = f(xg). ( ){>0 —  Minimum
E

(3) Die hinreichende Bed.entscheidet Uber die Art des Extremumes: <0 = Maximum

Fuhre diese Berechnungen durch. Ich zeige dir meine Musterlésung im Abschnitt .

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Fur die Extremwertberechnung benétigt man normalerweise 2 Ableitungen der Funktion:

f(x)=1x*-8x
f'(x)=2x*-8
f"(x) =3x

Mit der notwendigen Bedingung f'(xE) =0 sucht man nach Punkten mit waagrechter Tangente,

f(x)=0 < ix*-8=0
ix*=8 | -2
Es gibt zwei Lésungen: Xe = £ /2 ~ +2,31
Dazu gehoren die y-Koordinaten: f( %) ~-12,32
und wegen der Punktsymmetrie: f(— %) ~+12,32

Mit der hinreichenden Bedingung untersucht man die Art des Extremwerts:

Hinreichende Bedingung:
f"(\/@) =J2.3>0 = Bei xg, = % hatf ein lokales Minimum.

f"(—\/%) = —\/%-3 <0 = Beixg= —\/? hat f ein lokales Maximum.

Fir die Kurve bedeutet das: K hat den lokalen Tiefpunkt T(2,31|-12,32)
und den lokalen Hochpunkt H(-2,31]+12,32)

Achte bitte darauf: Man sollte zwischen Extremwerten und Extrempunkten
unterscheiden:

fhat bei x, = \/% ein lokales Minimum. Das heifl3t: In einer Umgebung von dieser Stelle sind die

Funktionswerte mindestens so grold wie ~-12,32. Das bedeutet, dass der Graph von f dort einen
Tiefpunkt hat.

Und bei x, = —\/% hat f ein lokales Maximum. In einer Umgebung dieser Stelle sind die
Funktionswerte héchstens so grolt wie ~ 12,32. Der Graph hat dort einen Hochpunkt.

Merke: Dort wo f ein Minimum hat, besitzt der Graph einen Tiefpunkt
Dort wo f ein Maximum hat, besitzt der Graph einen Hochpunkt

AulRerdem muss man wissen, dass man mit der Bedingung f'(x) =0 nach Punkten sucht, in denen

K eine waagrechte Tangente hat. In den Extrempunkten von ganzrationalen Funktionen bzw. deren
Kurven hat also der Graph eine waagrechte Tangente.

Bestimme nun die Wendepunkte = @

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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@ Fir Wendepunkte bendtigt man noch eine dritte Ableitung:

f(x)=1x®-8x
f'(x)=2x*-8
f"(x) =3x

3

£(x)

Mit der notwendigen Bedingung f"(xz)=0 sucht man nach Wendepunkten:
3xy =0 = x, =0
Mit der hinreichenden Bedingung bestéatigt man, dass eine Wendestelle vorliegt:

f"(0)#0

Unsere gegebene Funktion macht es uns da leicht:

Wir erhalten x,, =0 und die y-Koordinate des Wendepunkts ist y,, =f(0)=0.

Ergebnis: W (0]0).

[ Zeichne nun den Graph von f in ein Koordinatensystem

Dazu schreibt man die ermittelten Punkte auf:

Nullstellen: N,(0]0),N,(4]0) und N;(—410)
Hochpunkt: H(-2,31|+12,32)

Tiefpunkt: T(-231]-12,32)

Wendepunkt: W(0]0).

Dann tragt man sie in ein Achsenkreuz ein und berechnet noch einige Zusatzpunkte.
Tipp:

Damit das Achsenkreuz nicht zu hoch wird (siehe H und T) sollte man auf der y-Achse die

Langeneinheit 2 cm nehmen.

Flhre das bitte durch. =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Ich habe diesen Zusatzpunkt A
berechnet:

f(1)=-7.5 = A(1]-7,5)

Auf Grund der Punktsymmetrie
kennt man dann noch sein

Spiegelbild: A'(-1]7,5)

Je mehr zusatzliche Punkte man
kennt, desto ,schoner” wird die Kurve,

Wichtig ist vor allem, dass Kin Hund T
nicht spitz verlauft sondern eine gute
Rundung aufweist. Wer das nicht kann
sollte noch einen Punkt bei x = 2
berechnen und dann auch auf x = - 2

Ubertragen.

f(2)=1.2°-8.2=4-16=-12

2

= B(2]|-12) undB'(-2]12)

Eine neue Aufgabe:

/ H ty

[Berechne die Gleichung der Wendetangente. ]

Zuerst bereiten wir gemeinsam die Losung vor:

Gegeben sei ein Punkt P, (x, |y,) auf dem Graphen K von f mit y =f(x).
Mit welcher Formel kann man die Gleichung der Tangente in P4 an K aufstellen?

Schreibe das bitte auf.

= [8]

Friedrich Buckel
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Eine der wichtigen Grundaufgaben lautet:

Gegeben ist ein Punkt P, (x, | y,) auf dem Graphen K von f mit y =f(x).
Mit welcher Formel kann man die Gleichung der Tangente in P4 an K aufstellen?

Sie heilt Punkt-Steigungs-Form:  y—Yy, =M -(X—X1)

Da es sich um eine Tangente handeln soll, kann man die Tangentensteigung m so berechnen:

m=f '(x1)
Damit sieht dann die Tangentengleichung so aus: Y — y1 = f'(X1 ) 0 (X — X1)

Bitte nicht mehr vergessen!

Nun verwenden wir Details: Der Wendepunkt liegt im Ursprung: W(O | 0) :
Steigung von K in W: m=f'(0):%-|§|—8 -8

Tangentengleichung: y-0=-8:(x-0) = y=-8x

Ein wichtiger Hinweis. Da der Bertihrpunkt der Tangente der Ursprung ist, bendtigt man die
Punkt-Steigungs-Form eigentlich nicht.

Denn Ursprungsgeraden haben die einfache Gleichung:

was sofort zu y = -8x flhrt.

Ein heilRer Tipp!

Deine nachste Aufgabe heift nun:

L Begriinde, dass der Graph von f keine parallele Tangente zur Wendetangente haben kann. J

Nun muss man eine Methode zur Lésung finden. Die geht aber einfach:

Wenn eine Gerade parallel zur Wendetangente ist, muss sie dieselbe Steigung -8 haben.
Also kann man die Aufgabe so formulieren:

Zeige, dass K keine zweite Tangente mit der Steigung -8 hat.

Versuche das bitte selbst: = @

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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@ Die Steigung soll -8 sein, d.h. wie haben die Bedingung: f'(x)=-8.

Das bedeutet ausfiihrlich: 2x*-8=-8 | +8

x2=0

N|w

Erinnerst du dich: Ein Produkt ist nur dann Null, wenn ein Faktor Null ist.

Also haben wir x2=0 also x=0.

Die Beruhrstelle der Geraden mit der Steigung -8 kann also nur 0 sein.

Und dann ist der Berihrpunkt der Wendepunkt! Die Aufgabe ist geldst.

Die folgende Abbildung enthalt ein Dreieck OPQ.
O ist der Ursprung, P(u|f(u)) ein Kurvenpunkt von K im 4. Feld

und Q der FuRpunkt des Lotes von P auf die x-Achse.

Berechne in Abhangigkeit von u den Inhalt dieses Dreiecks.

H y
Ar
N, N, N, «
0
A
p
T
Brauchst du einen Tipp? Den Dreiecksinhalt berechnet man mit A :%-g-h

Nun musst du nur noch g und h herausfinden!

Es geht weiterin =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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—_—

Wir kennen alle die Formel fur den Flacheninhalt eines Dreiecks:

olL=

A =1-g-h. Man sollte Grundseite oder Hohe immer achsenparallel

wahlen, etwa: Grundseite g= 0Q und h=PQ.

Nun brauchen wir Koordinaten: O(O | O) , P liegt auf dem Graphen von f und hat

die noch unbekannte x-Koordinate u, also ist P(u | f(u)). P

Fallt man von P das Lot auf die x-Achse, wird der LotfuBpunkt zu Q(u|0). denn
er hat dieselbe x-Koordinate wie P, also u und die y-Koordinate 0, weil er auf der x-Achse liegt.

Daher wird:  g=u und h=y, -y, =0-f(u)=-f(u).
Hier ist es wichtig zu beachten dass man die Lange der vertikalen Strecke PQ so berechnet:
Oberer y-Wert minus unterer y-Wert, sonst wird die Léange negativ.

Beispiel: Wenn P(3|-8) ist, dannist Q(3|0) und die Strecke PQ hat die Lange PQ = 0-(-8)=8

Nun kdnnen wir den Flacheninhalt allgemein berechnen: A=
Ersetzte man noch f(u), dann kommt man auf: A= 1-u-(—%u3 +8u) =—1ut +4?

Dieser Inhalt hangt von u ab, ist also eine Flacheninhaltsfunktion, die man A(u) nennt.

Fortsetzung der Aufgabe: Lasst man P auf dem Kurvenbogen zwischen N4 und N, wandern, also

zwischen u= 0 und u = 4, dann andert sich der gelbe Flacheninhalt. Wir suchen nun die Stelle u, an

der P und Q liegen missen, damit der Dreiecksinhalt maximal groR ist.

Versuche bitte, diese sogenannte Extremwertaufgabe zu l6sen.

Meine Lésung =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Also: Wir haben die Funktion A(u) = —1ut + 402

und suchen die Stellte ug, so dass A(ug) das Maximum im Bereich 0 <u < 4 ist.

Fir eine Extremwertaufgabe brauchen wir zwei Ableitungen:

A'(u)=-u®+8u
A"(u)=-3u*+8
Die notwendige Bedingung fir die Extremstelle heif3t A'(u) =0 = u =
Die hinreichende Bedingung fiir ein Maximum lautet: A"(uE) <0
Das Maximum ist dann A =A(Ug) -

Aufgabe: Flhre das durch! =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Losung der Extremwertaufgabe:
Wir wissen: A(u)=-1u* +4u? fir O<u<4
A'(u)=-u®+8u
A"(u)=-3u®+8
Notwendige Bedingung: A')=0 & -u'+8u=0 < u(—u2 +8) =0

Ein Faktor muss Null sein:

Da u> 0 sein muss, kann nur (-u*+8)=0.
Daraus folgt =8 = {u1 -8
u, =—/8
Die zweite Losung u, =—V8 ist negativ und scheidet daher aus.
Hinreichende Bedingung: A(\/g) =-3-8+8 <0, d.h. A hat dort ein relatives Maximum.

Wert des Maximums:

A(\/é):-%-\/é“+4-\/§2 ——1.J8\8\/8-\/8-+4.8=-1.64+32=-16+32=16 (FE).
8 8

Diese Methode muss man wissen!

Aufgabe:

Als letztes berechnen wir noch den Inhalt der Flache, die der
Graph K und die x-Achse im 4. Feld umschlieRen.

Wenn Du das Berechnen von Flachen mit Integralen noch nicht gelernt hast,
dann endet fur dich hier diese Stunde!

Wenn dich dennoch interessiert, wie man das macht, dann geh bitte nach

= [15)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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il |
i |

Die Flache zwischen dem Schaubild K von f und der x-Achse liegt im 4. Feld
unterhalb der x-Achse. Mit der Integralrechnung macht man daher diesen Ansatz

A= Tf(x)~dx :T[%XS —8x]dx
4 4 \
.:IL'.?:?,II.':-illl:.

Die Besonderheit liegt hier darin, dass die Flache unterhalb der x-Achse liegt, daher
' \

muss man die Grenzen der Flache vertauschen
Das heifst man rechnet nicht ,von 0 bis 4“ (wobei dann 0 unten und 4 ober stiinde), |

sondern man rechnet ,von 4 bis 0“. Das bewirkt eine Vorzeichendnderung im
Ergebnis, so dass der Flacheninhalt eine positive Malizahl erhalt

Nun muss man die Stammfunktion von f(x) berechnen. Diese entsteht durch ,Aufleiten®, was der

Umkehrung des Ableitens entspricht:
Die Stammfunktion von f(x)=1x®-8x ist F(x)= %-XT—&X?

Dabei wird so gerechnet:
1. Konstante Faktoren bleiben stehen. Das sind % und 8

2. Die x-Potenz wird um 1 erhéht, und zugleich dividiert man durch den erhéhten Exponenten
2

4
Aus x> wird also =, und aus x wird

Dann vereinfacht man noch: ~ F(x)=1x* —4x?
In manchen Fallen muss man noch + C dazu schreiben, jedoch nicht bei der Flachenberechnung

Nun kann man die Flachenberechnung wie folgt fortsetzen
0 0 0
3 4 2
A= [f(x)-dx =j[%x —8x] dx :[%x —4x L
4 4

Man kann dies so interpretieren: Das Integralzeichen ist ein Rechenbefehl: ,Berechne die
Stammfunktion zu f“. Diese schreibt man dann in eckige Klammern auf und fiigt die Grenzen noch an

Das dx schlie3t das Integral ab.
Als nachstes muss man die Grenzen einsetzen und dann beide Ergebnisse subtrahieren

Wenn man das formal aufschreibt, sieht das so aus

Xy
_ _ X3 _ B _ .
A j1 f(x [F(X)L F(x,)~F(x,) =Ergebnis
das sieht bei uns dann so aus:
A:...=F(x2)fF(x1):[%~@4—4~|§|2:|_[%4_4.2}

4AAN 4| ea-32-32 (FE)
H_/

64

Zu Ende rechnen: =[0]-
\4\

Ich schreibe die ganze Flachenberechnung noch einmal in etwas verkurzter Form auf
0 0
A :J[%XS —8x] dx :[%x"’ —4x2}4 :[%-@4 —4~|§|2}—[%4 —4-2} —64-32=32
4
Damit sind wir heute am Ende angekommen!
Danke fur die Mitarbeit und viel Erfolg!

www.mathe-cd.de
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